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摘要 : 胞 腔 代数 是 近年 来 备 受 关注 的 一 种 代数 结构 ,而 分 次 代数 在 表示 论 之 中 起 着 非常 
重要 的 作用 。 基 于 王涛 对 预 胞 腔 代 数 的 研究 , 给 出 分 次 预 胞 腔 代 数 的 定义 ， 并 且 讨 论 了 分 次 
预 胞 腔 代数 的 表示 理论 ， 最 后 还 研究 了 正则 半 群 代数 的 分 次 预 胞 腔 性 。 
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Graded Precellular Algebra 
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Abstract: Cellular algebra is an algebraic structure received considerable 
attention in recent years, and graded algebra plays an important role in the 
theory of representation. Based on Wang Tao's research on precellular algebra, 
the definition of graded precellular algebra is given, and the representation 
theory of graded precellular algebra is discussed. Finally, the graded pre- 
cellularity of the regular semigroup algebra is studied 
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1 引言 


设 R 是 整 环 (无 零 因子 交换 么 环 ) ， 本 文中 的 分 次 R 一 模 指 的 是 R M: M = 
BaezMa。 如 果 m € Ma, d € Z， 则 m 是 d 齐 次 的 ， 并 且 记 作 degm = d。 如 果 M 是 
分 次 R 一 模 , 设 到 是 内 忘记 分 次 得 到 的 非 分 次 R 一 模 。 如 果 MM 是 分 次 R 一 模 , s EZ, 
设 M(s) 是 通过 M 提 升 了 次 数 s 所 得 到 的 分 次 R 一 模 ， 也 就 是 说 ，M(s)a = Ma-s 其 
中 d € Z. 

分 次 R 一 代数 指 的 是 一 个 合 乏 结合 R 一 代数 4 = @aezAa， 它 是 一 个 满足 对 所 
有 的 d,e EZ, AgAe € hate 的 分 次 R 一 模 。 显然 1 € ho 日 为 4 的 分 次 4 一 代数 。 一 
个 分 次 CE) A 一 模 M 指 的 是 M 是 一 个 4 一 模 且 对 所 有 的 d,e EZ，Mu4。S Mareo 
分 次 子 模 、 分 次 左 4 一 模 等 概念 都 可 以 用 这 个 显然 的 方式 来 定义 。 设 4 — Mod 
所 有 有 限 分 次 4 一 模 和 保 次 数 的 同 态 的 范畴 ， 即 就 是 说 ， 对 M,N € A— Mod, 
Homa(M,N) = (f € Homa (M,N)|f(Ma) € Na, vd € Z}, Homa(M,NN) 中 是 次 数 为 
0 的 上 映射。 如果 f e Hom4(M(d), N) = Hom4(M, N(d)). 则 称 f 是 M 到 N 的 次 数 为 d 
的 同 态 ， 并 记 为 degf = d。 设 对 所 有 M,N €A- Mod, 

Homz(M, N) = Q aezHoma(M(d), N) = GaqezHom,4(M, N(d)). 

胞 腔 代数 的 出 现 完美 地 解答 了 表示 论 中 的 一 个 最 基本 的 问题 确定 不 可 
约 表 示 的 参数 集 。 Graham 和 Lehrer 在 文献 [1] 中 首次 引入 了 胞 腔 代数 的 概念 ; Xi 
和 K6nig 在 文献 [2] 中 给 出 了 胞 腔 代 数 的 一 种 全 新 等 价 定 义 ; 商 和 兵 在 文献 [3] 中 


提出 了 标准 基 人 代数 ， 推 广 了 胞 腔 代 数 的 定义 ; 在 标准 基 代 数 的 基础 上 ， 王涛 在 文 
献 [和 中 给 出 了 预 胞 腔 代 数 的 概念 ; Hu 和 Mathas 在 文献 [5] 中 给 出 了 分 次 胞 腔 代 
数 的 概念 ,推广 了 胞 腔 代数 的 定义 。 由 于 分 次 代数 在 表示 论 之 中 起 着 非常 重要 的 
作用 ,因此 本 文 将 给 出 分 次 预 胞 腔 代 数 的 定义 , 并 且 讨 论 了 分 次 预 胞 腔 代数 的 表 
示 理 论 。 又 由 于 正则 半 群 是 一 类 重要 的 半 群 ， 是 半 群 代数 理论 的 主要 研究 领域 之 
一 ， 所 以 最 后 还 研究 了 正则 半 群 代数 的 分 次 预 胞 腔 性 。 


2 预备 知识 


在 这 一 节 中 , 我 们 给 出 本 文 需要 的 一 些 关 于 半 群 的 基本 概念 和 定义 。 本 文 的 
及 将 表示 一 个 整 环 , 自然 数 集 N 包 括 0。 本 节 未 提 及 的 概念 和 定义 请 见 参考 文献 [6- 
8]. 


我 们 首先 回顾 一 下 关于 半 群 的 一 些 定义 和 结论 。 
设 $ 是 一 个 半 群 ，E(S) 是 $ 的 全 部 窘 等 元 所 组 成 的 集合 ， 如 果 半 群 $ 没 有 单位 
T, 则 用 51 表 示 半 群 $ 并 上 一 个 单位 元 , 否则 $1 2 $。S 上 的 格林 关系 RR，£L,，gJ，H 
和 D 在 半 群 理论 中 起 着 十 分 重要 的 作用 ”， 对 于 a,b e $5， 有 : 
aRb €» aS! = bS}, 
aLb € Sta = Stb; 
ajb €» StaSt = S1pS!; 
H=LAR; 
D-LVR. 
当 5 是 一 个 有 限 半 群 时 ， 格 林 关 系 D = J。 设 XK 是 $ 的 格林 关系 之 一 ， 取 Ki 为 
SHK -类 并 且 包 括 aw，5SV/X 为 9 的 全 部 的 XK 类 所 组 成 的 集合 。 我 们 定义 : 
aS! € bS! = R, < By 
Sta S Stb => La < Lp: 
StaSt ES1551 => Ja < jpo 
因此 ， 可 得 集合 S/ 呈 ，S/L 和 5S/J 上 的 偏 序 集 。 
ESAE TORRES 如 果 对 任意 a E S$， 存 在 b Ee 9， 使 得 aba = a， 则 称 $ 为 正则 
设 $ 是 一 个 不 含 零 元 0 的 半 群 ， 若 $S 没 有 真理 想 ， 则 称 半 群 S 是 单 的 。 含 零 元 0 
的 半 群 S 叫 做 0 一 单 半 群 ， 若 满足 : 
D 除 {0} 和 本 身 之 外 不 再 有 其 他 的 理想 ; 
2) S? z (0). 
0 一 单 半 群 S 称 为 完全 0 - 单 半 群 ， 如 果 $ 含 有 一 个 本 原野 等 元 。 
设 G 是 一 个 群 ，I 和 A 是 非 空 的 集合 ，P = (pu7éG? := G U {0} 上 的 一 个 正则 
A xI 和 矩阵 ， 即 P 的 每 一 行 和 每 一 列 都 至 少 包含 一 个 G? 中 的 非 零 元素 。 设 5 = 
(GxIxA)U {0}， 定 义 $S 上 的 乘法 ， 任 意 a,b EG, kleb Aue f: 


(apab, ku) pa * 0; 
0 Pa = 0 


(a, k, A)(b,L u) = | 


Jf H.(a, k, 4)0 = 0(a,k,4) = 00 = 0。 如 上 定义 的 S 是 一 个 完全 0 一 单 半 群 , 我 们 将 
HMG, LA; 了) 来 表示 。 在 M?(G,LA;P) 中 ， 我 们 可 以 假设 IN A = {0}, G = 


(G,0,0), poo =e， 其 中 e 是 G 的 单位 元 。 此 外 对 于 M9(G, 1A;P) 的 任意 非 零 极 大 
子 群 G', RATAM? (G, I A; P) 兰 XW0(G LAIP)。 本 文 的 XGA DP) 总 是 满足 上 
述 假设 。 

设 $ 是 一 个 含有 零 元 的 半 群 a ES\ {0}. 令 5S, = Ja U {0} 0 Jas WESE 
定义 运算 。， 任 意 x,y Eo F: 


xy € Jas 
Xoy= 
0 xy €Ja. 

其 中 xy 是 x 和 y 在 S 上 的 乘积 。 显 然 ，( $4。，。 ) 是 一 个 具有 零 元 0 的 半 群 。 称 
Sa 为 $ 的 由 a 决定 的 主因 子 。 将 此 乘法 R 一 线性 扩展 到 整个 R -RR Ual REEE 
R[Ja] 关 于 乘法 o 是 一 个 R 一 人 代数。 注意， 有 限 正 则 半 群 5 的 每 一 个 主因 子 都 是 一 个 
完全 0 一 单 半 群 。 

任意 a € S, 则 1(a) := {DesSiaS1|S1bS1 c SilasS1} 是 St1q51 的 一 个 理想 , 显然 ， 
StaSt = Ja UI(a)。 

CERESTSHRE— NE BREL RH 一 类 H。 是 $5 的 一 个 极 大 子 群 ; 反之 , 5 的 每 一 
个 极 大 子 群 都 可 以 用 含 权 等 元 e 的 TK 一 类 H。 来 得 到 。 ERa € S, Fe € Ja 则 H。 S 
Ja E Sa。 由 于 He 是 $ 的 一 个 极 大 子 群 ， 所 以 Hs。 也 是 $6 的 一 个 极 大 子 群 。 

如 果 (5，,:) 是 一 个 具有 零 元 9 的 半 群 , R[S] 是 域 R 上 的 向 量 空 间 , 并 且 对 于 任 
mreR,uveR[S]. Hr(u:v) = (ru):v =u: (rv), 则 RI[S] 是 半 群 代数 。 定义 
Ro[S] = R[S]/R[9]。 我 们 称 R- 代 数 Ro[S] 是 R 上 的 $ 的 压缩 半 群 代数 。 若 5 没有 零 
元 ， 则 Ro[S] = R[S]。 设 a € Ro[S]， 即 a = Fses\(9}7s 5S。 定义 a 的 支撑 集 为 : 

supp(a) = {s € SN(6j|r, # 0]. 

3|38 2. 1? 设 5 是 一 个 半 群 : 

1) a,x E S, lllixa E€ 或 Xa E€ 1(a)。 同 理 ，ax E 大 或 ax € I(a): 

2) Wa,e =e? ES. €iaRe, llla-—ea. EH, ale, Mla = ae. 


引 理 2. 2? f[E3:(a,k, A), (b, Lu) E M?(G,LA; P), RU T HEX: 

1) (Gk, AR(b, Lu) & k= l; 

2) (a,k, A)L(b, L W) & å = u; 

3) (a,k,A)H(b, Lu) e k= l, = uo 

此 外 , 完全 0 一 单 半 群 的 任意 非 零 元 素 都 在 同一 个 D -类 之 中 , 以 及 任意 两 个 
含 于 完全 0 一 单 半 群 的 极 大 子 群 是 同 构 的 。 


3 分 次 预 胞 腔 代数 


根据 王涛 对 预 胞 腔 代数 的 研究 “， 我 们 现在 给 出 分 Pega Uca coq 
定义 3.1《〈 分 次 预 胞 腔 代 数 ) 设 4 是 一 个 R 上 有 限 自由 2 一 分 次 R 一 代数 。 
A 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结构 (A, M, C, deg) 的 分 次 预 胞 腔 代数 , 其 中 (A SENT 
集 ， 任 意 4EA，M(H) 都 是 一 个 有 限 集 ， 且 
C: | [MQ)xMQ) > 4; (5,T) Css 
| | ST 


deg: M(A) 一 了 
是 两 个 映射 ， 其 中 C 是 单 射 。 且 


(GP1) (CÀ.|S,T € M(A),A € A} 是 4 的 一 组 R 一 基 。 
(GP2) SIT E M(4),4 EA， 基 元 素 C 红 的 次 数 deg(C 红 ) = degS + degT. 
(GP3) 任意 a E€ AHS,T e M(4), AEA, Æ 
Cra = R,(T',T)C2; (modA(« 2)). 
其 中 系数 Ra(T',T) e R 且 不 依赖 于 $,4(< Ae mcs, |i < A U,V EM(OD} 中 的 元 
AR 一 线性 张 成 的 4 的 R 一 子 模 。 
(GP4) 任意 a € AHS,OT € M(4),， A € ^. E 
aC, = La(S',S)C&, (modA(« 2)): 
其 中 系数 La(S',S) e R 且 不 依赖 于 T, AC NÆ (Co y |u < A, U,V e MPP HIJ 
XR 一 线性 张 成 的 4 的 R 一 子 模 。 
分 次 预 胞 腔 代数 指 的 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结构 的 分 次 代数 ， 基 {C97|5,T € 
M(A),A € A} 为 4 的 一 个 分 次 预 胞 腔 基 。 
定义 3.2〔 分 次 预 胞 腔 模 ) 设 4 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结构 (A, M, C, deg) 的 
分 次 预 胞 腔 代数 ， 固 定 14e A， 则 右 分 次 预 胞 腔 模 指 的 是 分 次 右 4 一 模 C4 = 
Baez C24， 其 中 C2 是 具有 基 {C2|S e M(4), degs = d} 的 自由 R 一 模 , 4 在 C+ 上 的 作 
用 为 C9a = Frema Ra(T',T)Cp1, 这 里 的 系数 Ra(T',T) 就 是 (GP3) 中 出 现 的 系数 。 
类 似 地 , C4 也 是 左 分 次 预 胞 腔 模 , 通过 4 在 C+ 上 的 作用 aC& = Ysremcn) La CS, S) CA, 
这 里 的 系数 Lo(5S',5) 就 是 (GP4) 中 出 现 的 系数 。 
根据 定义 3.2, 为 了 更 好 地 区 分 右 分 次 4 一 模 以 及 左 分 次 4 - 模 , 我们 使 用 符 
号 C4 和 C* 来 分 别 表示 。 设 4(< 力 是 由 {Ctz|4 < 4 或 4 = 4 且 S,T e M(1)} 中 的 元 素 
R 一 线性 张 成 的 R 一 模 ， 根 据 定义 3. 1 Ab ACE 办 是 4 的 双边 理想 且 
ACS 2/A(« 2) = C^ Br C^ &O reu) C^ (degT), 
其 中 第 一 个 同 构 是 作为 4 — A 一 双 模 同 构 ， 第 二 个 同 构 是 作为 分 次 右 4 一 模 同 构 。 
设 t 是 N 上 的 不 定数 ， 如 果 M = 四 kezMr 是 一 个 分 次 4 -- 模 且 使 得 每 个 Mk 在 民 
上 是 自由 有 限 秩 的 ， 那 么 它 的 分 次 维 数 是 一 个 Laurent 多 项 式 
Dim,M = X (dim, Mot B 


kez 
推论 3.3 设 4 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结构 (A, M, C, deg) 的 分 次 预 胞 腔 代数 且 
AEA, WA 


Dim,C?^ = jas. 
SEM(A) 
因此 ， 可 得 
Dim;A = 2. 2. taegstdegT 一 X (Dimc? , 
AEA S,T€eM(A) AEA 
设 1EA， 根 据 定义 3.1 以 及 [4] 的 定义 3.2.3 知 ， 在 C+ 上 有 一 个 双 线 性 型 
p41， 它 是 由 以 下 等 式 所 决定 
CÀ t,C r, = da(CÀ, CÈ )CÀ r, (modA(<)), 
其 中 $j, S TuTo € M). 与 [4 的 命题 3. 2.4 类 似 ， 根 据 定 义 ， 可 以 直接 得 到 引 
理 3. 4。 
5|383.4 AEA, a€A, xyec^, H 
1) $4(xa,y) = $4 (x, ay): 
2) xCi, = pa(x, C4)C2， 其 中 5S,T E€ M(N)。 


现在 ， 我 们 将 环 R 视 为 一 个 具有 平 几 分 次 的 分 次 R 一 模 ， 则 R = Ro. 
可 以 发 现 C4@RC4 是 一 个 分 次 4 一 模 ， 其 中 deg(x@y) = degx + degy。 


引 理 3.5 设 1EA， 则 映射 
f: C^G4 C^ — R;x&y 一 p(x, y); 
是 一 个 零 次 的 齐 次 映射 ， 特 别 地 ，radC4 = (x € C^1$ 605, y) = 0,vy e c^yéc? 
的 一 个 分 次 子 模 。 
证 明 : 根据 引 理 3.4 的 1) 可 知 radC4 是 C4 的 一 个 子 模 。 因 此 我 们 只 需要 证 
明 双 线性 型 定义 了 一 个 零 次 的 齐 次 映射 即 可 。 任意 x,y € C^, 设 f(x@y) 天 0, 令 


WY xay» p 


i j 
这 里 的 xi 以 及 y; 都 是 i 齐 次 的 。 存在 i,j 使 pa (xi, y;) +0. Sxi = Ès açCå 以 及 入 = 
>rbrC#， 其 中 as,br ER, MHIX ŚdegS = i 时 ，as 地 0 以 及 仅 当 deg7 = j 时 ， 
br 大 0。 
选 定 e e M(4)， 根 据 引 理 3. 4， 有 


pa(xi y;)CÀ, = > asbro, (C2, C2)CÀ, = b asbz CÀ5CÀ , (modA(« 2). 


ST ST 
比较 两 边 的 次 数 可 知 ， 只 有 当 i+j=0 时 ， 才 有 Ba(xiyj) 才 0。 即 仅 当 
deg(x&y) = 0}, Apax, y) x 0, 这 就 是 我 们 想 要 证 明 的 东西 。 最后， 由 于 x = 
Xixi EradC4 有 昌 $1 是 齐 次 的 ,， 那么 对 于 全 部 i fx; € radqC4， 因此 radC4 是 C4 的 
一 个 分 次 子 模 。 证 毕 。 
这 个 引 理 将 允许 我 们 定义 C4 的 一 个 分 次 商 ， 其 中 4 E A. 
定义 3.6 设 1EA， 令 D4 = C4/radC4。 
根据 定义 ，D4? 是 一 个 分 次 右 4 一 模 。 从 现在 开始 ， 设 R = kK 是 一 个 域 ，4 = 
Qzez 4z 是 一 个 分 次 预 胞 腔 K 一 代数 。 以 下 结果 可 以 根据 未 分 次 的 情况 进行 证 明 。 
引 理 3.7 WKJÉ—^4 JA HD^ +0, A€ A， 那么 
1) 右 4 一 模 D* 是 绝对 不 可 约 的 分 次 4 一 模 ; 
2) C4 的 (分 次 ) Jacobson 根 基 是 radC4; 
3 ipe A, MAC" A XA —TF ES, i Homi(C^, C^/M) x 0, HIA <p。 此 
外 ， 若 1 = qo WiHomi(C^,C^/M) = Hom4(C^, C^/M) =K- 
证 明 : 任意 x € C4\radC4 且 x 是 非 零 元 ， 故 存在 y e C^, fpi, y) x 0. H 
于 K 是 一 个 域 , 则 设 pa(x,y) = 1。 设 y = sema) rs, Fr; E€ KAERT € M(A), 
设 yr = Ysem(n TsCr» Wyr € A. 
根据 引 理 3. 4 可 知 
xyr-x 》 rch = Y reale CF) CF = py) = ch, 
S€M(A) SEM(A) 
因此 ,x 生成 C4。 这 个 论点 适用 于 C4 中 任何 不 属于 根 的 元 素 ， 故 D4 是 不 可 约 的 且 
radC4 是 C4 的 唯一 极 大 子 模 ， 因 此 证 明了 引 理 3. 7 的 2) 。 同 理 可 证 ， 对 于 K 的 
任意 扩 域 ，D4 是 不 可 约 的 ， 所 以 右 4 一 模 D4 是 一 个 绝对 不 可 约 的 分 次 4 一 模 。 
设 9: C4 一 CX/M 是 一 个 4 一 模 同 态 ， 则 存在 ag € C+， 使 得 9(x) =M + ago 
所 以 , 任意 Te M(4), H0(C2) = 9(xyr) = 9(x)yr = M + agyr. XANH > u, 
x € A(x DIF, 对 于 任意 a € 4(< 1) 都 有 ax,xa e 4(< 办 以 及 C4 是 一 个 4 一 模 。 
此 ， 当 和 > AU 时， 对 于 任意 Te M(4)， 都 有 agyr 20, Wle(c?) = 0。 故 可 得 ， 若 


HomE(C^,C^/M) +0, WA < pe 假设 1 = jo THESIS 3. 4 的 2) ， 我 们 可 以 发 
现 


6(Cf) = M +agyr=M+ 2: rsagCar 一 M 十 C244 (ag, y). 


S€M(A) 
因此 ，6: C^ 一 C4/M 是 一 个 乘 以 pa(ag,y) 所 构成 的 自然 投影 。 则 引 理 3.7 的 3) 
得 证 。 特别 地 ， 如 果 M 是 C4 的 分 次 4 一 子 模 ， 则 任意 非 零 态 射 6: C^ 一 C4/M 都 是 
保持 次 数 的 。 证 毕 。 
定理 3.8 假设 Au = {A € A[D^ + 0}, 是 一 个 域 , 4 是 一 个 分 次 预 胞 腔 代数 ， 


则 

1) 如 果 14e Ao， 那 么 右 4 - 模 D4 是 一 个 绝对 不 可 约 的 分 次 4 一 模 ; 

2) 假设 ,nu E Ao。 存 在 k E Z 使 得 D4 兰 D'(k):5 HC = j,k = 0; 

3) (D"(k)u € Ao, k € 2} 是 两 两 之 间 互 不 同 构 的 分 次 单 4 一 模 的 完全 集 。 
证 明 : 根据 引 理 3.7， 直 接 可 证 1) 和 2) 。 对 于 3) ， 可 以 发 现 通过 提升 次 
数 ， 每 一 个 分 次 单 4 一 模 都 同 构 于 4 的 一 个 极 大 分 次 右 理想 的 商 ,， 并 且 4 的 分 次 预 
胞 腔 基 诱 导 了 A 的 分 次 滤 链 ， 其 所 有 商 模 都 同 构 于 分 次 预 胞 腔 模 次 数 提升 后 的 直 
和 , 因此 只 需 证 明 每 一 个 C4 的 合成 因子 都 同 构 于 Dr*(k) 即 可 , 其 中 1 € Aok € Z. 
证 明 部 分 完全 按照 未 分 次 的 情形 进行 论证 即 可 ， 具 体 可 以 参看 文献 [4] 的 定理 
3. 3. 4。 证 毕 。 

推论 3.9 假设 K 是 一 个 域 ，4 是 K 上 的 分 次 预 胞 腔 代数 。 那 么 {Dr*|u € Ao} 是 
两 两 之 间 互 不 同 构 的 未 分 次 单 4 一 模 的 全 集 。 

证 明 : 根据 引 理 3.5 可 知 ， 对 于 每 个 1 E A， 子 模 radC4 与 分 次 无 关 。 因 此 ， 
未 分 次 模 DK 恰 好 是 使 用 忘记 分 次 而 得 到 的 4 的 预 胞 腔 基 所 构造 的 模 。 所 以 , 通过 
定理 3.7 在 忘记 分 次 的 情况 下 ， 每 个 (未 分 次 ) 单 模 都 同 构 于 D+*。 证 毕 。 

在 给 出 分 次 分 解 矩 阵 的 定义 之 前 ， 我 们 首先 回顾 一 下 ，t 是 N 上 的 不 定数 。 假 
设 M 是 一 个 分 次 4 一 模 ，D 是 一 个 分 次 单 模 。 存 在 k eE Z， 使 D(k) 为 M 的 分 次 合成 
因子 , 设 [M: D(k)] 为 单 模 D(k) 的 重 数 。 类似 地 ， 当 D 为 M 的 合成 因子 , 设 [M:D| 为 
D 的 重 数 。 

定义 3. 10 (分 次 分 解 矩 阵 ) 设 4 是 一 个 域 上 的 分 次 预 胞 腔 代数 ， 则 4 的 分 次 
分 解 矩 阵 为 DCD = (dx(D)， 其 中 


dj, (t) — X D"(k)|t*,A € A, u € Aoo 


kez 

根据 引 理 3.7， 我 们 可 以 得 到 以 下 的 结果 。 

引 理 3.11 WA EA, u EA M 

1) dj,Q) = [C^: D^]: 

2) d u(t) = 1, d3u (t) #0 当 且 仅 当 和 <j。 

假如 分 次 4 - 模 M 满 足 条 件 : 存在 一 条 滤 链 

0—-M;,cM,cM,c--cM,,-M,; 

Mi(L<i< 问 是 M 的 分 次 子 模 且 存 在 1EA, keZ, 使 得 Mi/Mi;_1 = C4(k)。 则 称 
1M 具 有 一 条 分 次 预 胞 腔 模 滤 链 。 通 过 文献 [10] 的 定理 3. 2 以 及 定理 3. 3， 我 们 可 
以 知道 每 一 个 投射 4 一 模 都 是 可 分 次 的 。 

定义 3.12 设 R 是 一 个 具有 单位 元 的 交换 环 ， 令 5 是 一 个 半 群 ， 则 半 群 代数 
R[S] 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结构 (A, M, C, deg) 的 J 型 分 次 预 胞 腔 代数 ， 如 果 它 满 


足 定义 3. 1, 且 满 足 条 件 : 每 一 个 LEA, 任意 8,T € M), 存在 $ 的 一 个 J 一 类 ]， 
使 得 supp(C&7) EJ。 注 意 / 可 能 依赖 于 所 取 的 1。 

定义 3. 13 半 群 代数 R[S] 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结构 (A, M, C, deg) 的 IK 型 分 
次 预 胞 腔 代 数 ， 如 果 它 既 满足 定义 3. 12， 又 满足 条 件 ， 每 一 个 1 € 1 以 及 S,T € 
M(D)， 存 在 8 的 一 个 Xf 一 类 H， 使 得 supp (C2471) € H. 


4 正则 半 群 代数 的 分 次 预 胞 腔 性 


定理 4.1 设 R 是 一 个 整 环 ，G 是 一 个 半 群 ， 吞 RIS] 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结 
构 (A, M,C,deg) 的 J 型 分 次 预 胞 腔 代 数 ， 则 任意 a e 6, R 一 代数 R Ual] 都 是 一 个 
具有 分 次 预 胞 腔 结构 (Ao, Ma, Cas dega) 的 分 次 预 胞 腔 代数 ， 其 中 
e M= {4 E 4| 存 在 5,T E M(4), supp(C2,.) E la 
M, = Uaea, M (4): 
Ca = Uaens{ CAS,T € MQ2)); 
dega = deg. 
证 明 : 根据 我 们 对 (hg, Ma, Ca,dega) 的 定义 , 我 们 只 需要 证 明 如 下 四 个 问题 : 

1) {C8&rla € ha,S,T E MCA) YER Ya] KIAR 一 基 。 

根据 题目 假设 可 知 ，Uwea{C8|5,T e M(4)} 构 成 了 R[S] 的 一 组 R - 基 。 任 意 
x € Ja» Fx = Dic Xisren() Tiri: 其 中 全 7 ER, TSA 和 NDSMGD)。 根 据 假 
设 ，R[S] 是 一 个 J 型 分 次 预 胞 腔 代数 ， 因 此 Usrema) supp(Ctr) 含 于 6G 的 某 一 个 J 
类 之 中 。 则 2iern(A\Ay) Ès Teno RC = 0， 因 此 x = YieinAs Ès Teno matis € 
RU, 由 此 ，R[/a] 可 以 由 {Cc 名 |a € Au S, T € M(a)) 中 的 元 素 R 一 线性 表 出 ， 即 问 
B CD 得 证 。 

2) ”如 果 g Ea S,T € M(a) 和 x € J。， 那 么 

Cor oxc- Èrem) RX(T',T) HE (modR[J4]C« 2)) 

其 中 系数 R(T',T) E R 不 依赖 于 9。 

根据 J 型 分 次 预 胞 腔 代数 的 定义 可 知 ，C8rx = Xen) R(T’, T) Cfp +x", 
KM x"eR[el«o) ， 系 数 R(T TJER ^ fk mFS. RP= 
2wew 2p,Qem(w) Ryn (P, Q@)Czo， 其 中 Ryn(P， Q)ER, W= {w € A|w < aj« 由 于 
R[S] 是 一 个 J] 型 分 次 预 胞 腔 代数 ， 设 xf = DwewnAa Lp,oemw) Ræ" (P, Q)CPo € 
RUal x7 = DwewnNA\Aa) Èp oem(w) Ryu (P, Q)CPo € R[4]. Wx" = xy + x7. 
此 


CES ox = 2 RT TIO 2: 2. Ryn (P, Q)CE, € RU] 
T'eM(a) wEWNAa P,QeM(w) 
即 问 题 (2) 得 证 。 
3) ”如果 g € A,, S,T € M(a) 和 x e Ju. WA 
x o CST = Xs'em(a) x (S', S) Cy, (modR[J]C« 2)); 
其 中 系数 L.(S',S) e R 不 依赖 于 T。 
根据 /型 分 次 预 胞 腔 代数 的 定义 可 知 , xC8&r = Bsremca) Lx(S',S) Chr +x’ 其 
中 x'eR[e(«aoa) . 系数 LS',S)eR ^ fk HFT., Hx 
Dicer bu vemo Lu CU, V)Chy; 其 中 DC ER I-(ieAli«aj. BH TRIS] 
一 个 ] 型 分 次 预 胞 腔 代数 ， Vx zz Yieinas Lu veu) L (U, V)Cir € R[J4] , X) 


| 8E p 


YieirnA9 Duvemcd) Lx QU, V) Cl, € RUal Wx’ =x; 4x2. Bt 
x oC = 2 1:959) CS, + > 2: L,(U,V)Ci, € RU: 
S'eM(a) ieINAa U,VEM(i) 

即 问题 (3) 得 证 。 

4) 如 此 构造 的 R 一 代数 RLUa] 是 一 个 分 次 代数 。 
由 于 R[S] 是 一 个 分 次 R -代数 且 deg。 = deg， 则 设 R[S] = GaezAq; E PAa 
是 由 {C84e A,S,T e M(A), deg (Chr) = dj} 所 生成 的 R 一 模 。 因 此 ， 取 A 是 由 
{Cå lA € Aa,S,T E M), deg, (CÀ,) = deg(CÀ,) = adj} 所 生成 的 R 一 模 。 显 然 ， 
R[J4] = @aezh4。 由 于 任意 d,e € Zell ti AA, € haqyes 则 可 根据 二 元 运算 o 的 定义 ， 
可 得 44。 Ap € hare， 又 因为 (64，,。) 是 一 个 半 群 ， 则 可 得 44。 Ae € Aureo WEN 
题 (4) 得 证 。 

综 上 所 述 ， 对 于 每 一 个 a E G，R 一 代数 RU] 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结 构 
(Ag, Ma, Cas degu) 的 分 次 预 胞 腔 代数 。 
证 毕 。 

定理 4.2 设 R 是 一 个 整 环 ， 完 全 0 -PFS = M?(G,A,A;P)， 其 中 poo = 
e, WU f: A 一 2。 若 Ro[S] 是 一 个 JK 型 分 次 预 胞 腔 代数 ， 则 R[G] 也 是 一 个 分 次 
预 胞 腔 代数 ， 其 中 G 是 6 关于 单位 元 e 的 极 大 子 群 。 相 反 ， 若 R[G] 是 一 个 分 次 预 胞 
腔 代数 , 且 完 全 0 一 单 半 群 S = M0(G,A,A; 了 ) 中 的 正则 和 矩阵 P 的 元 素 pi; € 69 的 次 
HIFO +F. MR 一 代数 Ro[S] 是 一 个 J 型 分 次 预 胞 腔 代数 。 
证 明 : 假设 Ro[S] 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结构 (1, M,C,deg) 的 I 型 分 次 预 胞 
腔 代数 。 首 先 定义 
e k-(AeI|fftES,T e MQ),supp(C2,) SG}), 偏 序 集 K 可 以 由 (1,<) 推 导 而 出 ; 
e N()-(SeMQD| e K, TFET e MQ),supp(C£,) € G}; 
e "AckK, S,T EN(NWD 时 ， 取 D&r = C]; 
€ degy= de9。 

为 了 证 明 R[G] 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结构 (K, N, D, degy) 的 分 次 预 胞 腔 代数 ， 
我 们 只 需要 证 明 如 下 四 个 问题 : 

1) D := {D8rl4 E K,S,T EN(4)} 是 R[G] 的 一 组 R 一 

先 证 D € R[G]. YS € N(4), WEET E€ M(4), ff c2, e R[G]. 由 于 e 是 RI[G] 
的 左 单位 元 , 则 我 们 有 eC& = C87。 任 取 T' e M(X), 根据 定义 3.1 的 (GP4) 可 知 ， 
L,(S',S) ER 是 一 个 与 7 无 关 的 FG 因此 

eCsr' = Cope tr. (1) 

其 中 r’ = Zier Èuvema Lr (U, V) Cy; Lp (U,V) € Re HF supp(eC2,;) € Re, B. 


等 式 (1) 右边 的 每 一 个 基 元 素 的 支撑 都 含 于 某 个 JC — 类 之 中 , 因此 等 式 (1) 右边 的 
任意 非 0 系数 的 基 元 素 都 含 于 RIR]， NIC, ER[Re]。 同 理 , iT e NA), WEE 
Se MQ). 使 得 Cor ER[G]。 由 于 e 是 R[G] 的 右 单位 元 ， 则 我 们 有 Cdre = Chro f£ 
取 S' e M(4)， 根 据 定义 3.1 的 (GP3) 可知，R。(T',T) E R 是 一 个 与 5 无 关 的 常数 ， 
因此 


Cå pe = Chp +r", (2) 
其 中 x” = È ier Ep gent) Ru (P, Q)CL,: R (P,Q) € R. iP supp(C2 pe) Ed 
i< 
且 等 式 (2) 右边 的 每 一 个 基 元 素 的 支撑 都 含 于 某 个 X 一 类 之 中 , 因此 等 式 (2) 右边 
的 任意 非 0 系数 的 基 元 素 都 含 于 R[Le]， 则 Czr € RILe]。 任 取 5,T ENa) A 


Cà, E R[Re] N R[Le] = R[G]。 

再 证 R[G] 可 由 D 中 的 元 素 R 一 线性 生成 。 设 a €E R[G]， 则 a = a + az， 其 中 ai 
是 由 D 中 的 元 素 R 一 线性 生成 ，qs 是 由 D' := (C, |a e715,T e MOOD FHIR 
R 一 线性 生成 。 当 C8 € D', Asupp(Cår) € GS\G， 则 as e RIG\G]， 又 因为 as = 
a— a E R[G]， 因 此 我 们 可 得 a, = 0。 所 以 R[G] 可 由 D 中 的 元 素 R 一 线性 生成 。 

综 上 ， 问 题 (1) 得 证 。 

2) 如 果 g €E G, AEK, Dar € D): (DÉS|S T e NO), WMA 

ghi = 》 LG. S)Dh eg 
S'eN(A) 
其 中 9 = 2kex Eu,venc) Lo'(U,V)CGy， 系 数 Lo(S',S) ER 且 不 依赖 于 7T。 
« 

由 于 Ro[S] 是 一 个 I 型 分 次 预 胞 腔 代 数 ， 因 此 有 
gDÀ, = gCÀ, = 2: Dx ot 2. POOD ETA 


S'eN(A) S'eM(ANN(A) 
其 中 go = X ker Luveno Lg, CU, V)Cřy > RALIS 9) 不 依赖 于 7。 注 意 ， 由 于 
k«A 


supp(CÀ,) € Gfllsupp(gC2,.) € G, "IY sreuaywa) Lg, S) Co tgo € 6G. X 
因为 go 的 线性 表达 式 中 各 个 基 元 素 的 上 索引 值 都 严格 小 于 4， 则 
YXsewawa) lg (5) CÀ, = 0, go € R[G]。 根据 问题 (1) 可 知 ，go 可 以 由 D 中 的 
元 素 R 一 线性 表示 ， 并 且 go 的 线性 表达 式 中 各 个 基 元 素 的 上 索引 值 都 严格 小 于 4， 
问题 (2) 得 证 。 

3 WRgEG, AEK, Di; E€ D(A) := (D4|ST e NO), WA 

DÀ,g = > R(T Dg 
T'eN(A) 
Hg" = Prex Luveno Rg (U, 四 Cbv， 系 数 Re(T',T) E R 且 不 依赖 于 5S。 
< 
同 理 ， 由 于 Ro[S] 是 一 个 I 型 分 次 预 胞 腔 代数 ， 因 此 有 
人 > R4(T ,T) Cy 十 2. R4(T',T) Cis + i 


T'eN(A) T'eM(AAN(A) 
其 中 gj = Xxei Puvemd Rg, (U,V)CUy 系数 Ro(T ,7 不 依赖 于 8。 注意 ， 由 于 
« 


supp(Cår) € Gflisupp(C£,g) € 6, 可 得 27rewCDWwC Rg(T',T) Cy +g EG X 
K A gi 的 线性 表达 式 中 各 个 基 元 素 的 上 索引 值 都 严格 小 于 4， 则 
2TreMCDNNO) Ra(T, T) Coo =0, gı E R[G]。 根 据 问题 (1) 可知 ，go 可 以 由 D 中 的 
元 素 R -线性 表示 ， 并 且 91 的 线性 表达 式 中 各 个 基 元 素 的 上 索引 值 都 严格 小 于 1， 
问题 (3) 得 证 。 
4) ”如 此 构造 的 R 一 代数 R[G] 是 一 个 分 次 代数 。 
由 于 R[S] 是 一 个 分 次 R -代数 且 degv = deg， 则 设 R[S] = G4ezAq; 其 中 ha 
是 由 {C$rl4e AS,T e M(X),deg(C37r) = d} 所 生成 的 R 一 模 。 因 此 ， 取 44 是 由 
{C2 ]A E K,S,T e NO), deg, (Di) = deg(CÀ,) = dj} 所 生成 的 R 一 模 。 显 然 ， 
R[G] = @yez414。 由 于 任意 d,e € ZEUG ASA, € Aare 可 得 4445 € Aaro XAN 
G 是 6 关于 单位 元 e 的 极 大 子 群 ， 则 可 得 444s。 E 4a+e。 故 问题 4) 得 证 。 
综 上 所 述 ，R 一 代数 R[G] 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结构 (K, N, D, degy) 的 分 次 预 
胞 腔 代数 ， 其 中 G 是 6 关于 单位 元 e 的 极 大 子 群 。 
相反 ， 假 设 G 的 群 代 数 RIG] 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结 构 (K, M, C, deg) 的 分 次 


TEX, 6-M?(GAAXAP). STACK, I XN) =AxMGCD 以 及 
(x, S, , T) e N(). 1 DG, sy cy;r) (m dege(D, sy (yr) = dege(x, S) 十 
degs(y,T) = degS + f(x) +aeg7+FO)Ee2Z。 接 下 来 我 们 将 开始 证 明 Ro[G] 是 
一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结 构 (K, N, D, dege) 的 分 次 预 胞 腔 代数 。 
根据 假设 可 知 , {Cår]A E K; S,T e M(4)} 是 R[G] 的 一 组 R 一 基 , 对 于 任意 元 素 
(a,x, y) € (R[G],x,y) 都 能 被 B := {D s, ynl4eEK;(x,5),(y,T) e ND) P f 26 
XR 一 线性 表示 ， 因 此 可 证 8 是 Ro[S] 的 一 组 R 一 基 。 
任 取 g E G，u,v E A， 有 (g,u,v) € G。 再 取 基 元 素 D&s)0yr) EB: A 
DG. sy cy;r) Go u,v) = (Cr, x, y)G, u,v) = (C¥rpyug, X, v), 
又 由 于 R[G] 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结构 (K, N, D, dego) 的 分 次 预 胞 腔 代 数 ， 有 
Chr Pyug = 2. NU E 2. R(,U,V)CÀy . (3) 
T'eM(a) A«a;A€K;U,V eM(A) 
其 中 上 述 等 式 系 数 R,,,g(T',T) E R 但 不 依赖 于 。 由 于 元 素 C$rpyw9 可 由 R[G] 中 
HIR —3&(C2,|A € K;S,T € M(4)} 线 性 表示 ， 可 写成 
CSrpyug = > R(a, S,T, y,u, g; A,U, V)Coy « (4) 
A€K;U,VeM(A) 
对 比 等 式 (3) 和 (4)， 可 以 发 现 , H FERT € Ma), A< a,U,V e MKE 
R(a, S, T, y,w g; 4, T', T) = Ry, (T, T) UL R R(o, S, T, y,u, g; A, U,V) = R(,U,V), 
显然 也 可 以 发 现 Ra S, T, y, wg; 如 T',T) 不 依赖 于 x, 叉 因 为 Ry,g(T',T) 也 不 依赖 
于 ， 因 此 我 们 可 以 得 到 R(&, 5,T,y,u,9;T',T) 不 依赖 于 x 和 5S。 有 
DG. sy (y) (9, v) 
三 > R(a,S,T,y,u,g;A,T,, T)DG s (vr) (modRu[G](< oa))。 
(v,T)eN(A) 
DUE, xE X. 3. 1 的 (GP3) 得 证 。 
同 理 ， 任 取 ge 6, uve. fi(g,u v) € G。 再 取 基 元 素 D& sr € B» A 
(g,u, v) D&ST) = (g,u, VXCES x, y) = (apos y) 
又 由 于 RI[G] 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结构 (K, N, D, qdqego) 的 分 次 预 胞 腔 代 数 ， 有 
gPvxCsr = 2: E + > L(A,U, V)Cóy > (5) 
S'eM(a) A«a;A€K;U,VeM(A) 
其 中 上 述 等 式 系数 Pop, (5, S) € R 但 不 依赖 于 7。 由 于 元 素 gpuwxC 红 可 由 R[G] 中 
的 R —3&(C2|A e K;S,T E M(4)} 线 性 表示 ， 可 写成 
gDvxCsr = bi Ls T, vx,g uU, V)Cáy o (6) 
A€K;U,VeM(A) 
Xp EE SEX (5) 和 (6) ， 可 以 发 现 , X FERS € Ma), A< aU, V e M(4) 都 有 
L(a,S,T,v, x,9; 1,5',S) = | 以 及 La S, T,v,x, g; 4U,V) = L(A,U,V), 
TAE DR UL Ca, S, T, v, x, g; A, S', ONR y LRL, CS, 3) 也 不 依赖 
于 T， 因 此 我 们 可 以 得 到 L(a, S, T, v, x, g; A, S', S)ANTKRCT- y UT «B 
(g, u, V) DG. sy (yr) 
Z > L(æ,S,T,v,x, g; a, S', S) DG, sr) Gyr) (modRo[G](< a))。 


(a,s")eN(A) 
因此 ， 定 义 3. 1 的 (GP4) 得 证 。 


V Aa Æ E DO Sou dege (Dé sy) - d €Zià € kK;(x,5),(y,T) e N} 
中 元 素 R 一 线性 生成 的 , 则 Ro[S] = Baeza BU, s c € Aa: Do, vy (oy) € Ai 
HJ degS + f(x) - degT - f(y 2d, degU-f(w)-t degV t f(q) 2l. #5 È 
DG. s. tyr Diu) a) 的 次 数 。 根 据 RIG] 是 一 个 分 次 预 胞 腔 代 数 ， 设 4 是 由 
{C2 |deg(Cèr) =d EZ,2EK,S,T e M) FERR- REER, W RIG] = 
四 uez4a，4a4i € Aga 

DG, s. ty ry Dy (qv) 5 (C. x, yy (Cy. Ww, q) = (Cirpyw Cp y» X, q) Q 4X om 
deg(Czrpy, Cry) = degS + degT + f (y) + f (w) + degU + degV, 则 有 


dege (证 = degs(CfrPywCh y. x, q) = degS + degT + f(y) + 
E + degU + degV + f(x) - f(q) 2 d -l. Bt, AgqA, € Aqu. 则 Ro[S] 是 一 
具有 分 次 预 胞 腔 ZU, N, D, dege) 的 JTC 型 分 次 预 胞 腔 代 数 。 


证 毕 。 


定理 4.3 设 R 是 一 个 整 环 ，G 是 一 个 主因 子 为 M? = (Gu Aa Ag; BOB IRIE 
则 半 群 且 G 是 完全 0 一 单 半 群 的 0 一 直 并 , 其 中 a 取 人 遍 Y = 5S/g WRI fu: As 一 Z 
E-(eeG|l0ze-e?). We EE, 令 G6 为 6 关于 单位 元 e 的 极 大 子 群 。 如 果 对 于 
a € Y, 都 有 E4 := E N E(M? = (Ga, Aa, Ag; Pa)) 0, 若 R[S] 是 一 个 JKH 型 分 次 预 
胞 腔 代数 ， 则 任意 a EY， 存 在 e € Eh。， 使 得 R[G。] 也 是 一 个 分 次 预 胞 腔 代数 。 相 
Eo 若 任意 w EY， 存在 e €E Es，R[G。] 是 一 个 分 次 预 胞 腔 代数 ， 且 完全 0 一 单 半 群 
M? (Gs, Aa Aa; Pr) & M? (Ge, Ao, Aa; Pa) P HI E RIA REPL HI JCR pij € Ge 的 次 数 
Nfa 十 0)， 则 5 的 主因 子 的 R 一 代数 以 及 R[S] 都 是 I 型 分 次 预 胞 腔 代数 。 
证 明 : 假设 Ro[S] 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结构 (1, M,C,deg) 的 JK 型 分 次 预 胞 
腔 代数 ， 根 据 定 理 4. 1 可 知 ， 任 意 a e G， 部 有 Ra] 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结 构 
(Ia Mas Ca» dega) 的 分 次 预 胞 腔 代数 。 选 定 w EY, 令 a = M? (Gs, Aa, Aa; Py)\{0}, 
则 有 6, S M*(G, A, Ag; Bes XBPZE, 20. WlífgfteeE,. ES 
M? (Ge, Aa, Aa; 已 )。 定 义 单 位 元 e = (e,00)， 根 据 定理 4. 2， 我 们 可 证 得 R[G。] 也 
是 一 个 分 次 预 胞 腔 代 数 。 

相反 , 假设 任意 a € Y. 存在 e € Ea 使 得 R[Ge] 是 一 个 分 次 预 胞 腔 代 数 。 任 取 
a ES， 先 证 R[Ja] 是 一 个 JKT 型 分 次 预 胞 腔 代数 。 因 为 G6 是 一 个 主因 子 为 M? = 
(G5, Ag, Aa; PO WARREN SERE, 因此 存在 wg € Y, 使 得 a 决定 的 主因 子 (G4 := Ja U 
(0), 99799 9 (Gu, Ag, Ag; P) X6 5E e € Eu; 使 得 R[G。] 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结构 
(K, M,C,deg) 的 分 次 预 胞 腔 代数 , 根据 定理 4. 2 的 证 明 可 知 , R[J4] 是 一 个 具有 分 
次 预 胞 腔 结构 (Ko, Mas Das dega) 的 ITT 型 分 次 预 胞 腔 代数 ， 其 中 Ko =K, MQO) 
:二 Aa XM(4) ， 任 意 (x,5),(y,T)e Ms(4)， 有 Dd adn i (Cl. xy) 


degs(D2s5),y,r)) = degalx, S) + dega(y, T) = degS + fa(x) + degT + fO)» 

MERITER [S] ze — 1 8 2) XCRRUIL S £6 3 (5, N, D, dege) 193028 4) R 
预 胞 腔 代数 ， 其 中 人 X= Uaes(Qw Ka)， 定 义 偏 序 <: Ra, bE, A€ Ka, HEK, 
ELA ze u, 则 (qa,4) < (b, u) e Ja < Jo, = 万 时 , A < uHA, u E Ka。 任 取 
(a,2) € (a, K,), 3EXN(a,2) = Ma(å); 任意 U,V € N(a,4), SD = DÀ, H. 
dege( DSP) = deggU + degeV = degaU + degaV o 

设 3 为 6 的 g 一 类 的 所 有 代表 元 所 构成 的 集合 。 根 据 假设 ，G = Uies G1， 任意 
abeSHazb,; # SaS, = (0). np et y 次 预 胞 腔 结构 
(Ka Ma Da dega) 的 9X 型 分 次 预 胞 腔 代数 ， 则 Ucapecaxay Dog [U,V € N(a, 2] 


构成 Ru] 的 一 组 R 一 基 。 则 可 以 证 得 H := Uaey(awe(axw{D9 U,V € Na, 2) H3 
成 Ro[S] 的 一 组 R 一 基 ， 定 义 3.1 的 (GP1) 得 证 。 

假设 a,b e S, ib E Ila), un € Kp 以 及 a EK Albu) < (a,a)。 事实 上 

b € I(a) 全 GELDG1 c etae! e Jp < Ja. 

WRD € 1(a)， 那 么 对 于 任意 4 E Kp VARA € Ka» WAC, u) < (2,2). WER 
们 可 以 假设 iE Ka，(%x,5),(y,T)E M)Q)U Rcee,. JE DG oi 一 
Daeeoomc， 其 中 Dueom ERUal。 又 因为 令 Ge = (Ge,0,0)， 则 根据 
supp(Cår) € Ge» fisupp(DZ sur) € RICG, x y)l- 

根据 引 理 2. 1, f$ (e, 0, y)c E Ja 或 者 (e,0,y)c € I(a). 

假设 (e, 0,y)c E€ I(a). A 

DS nc = Dies, = (Cas x, 0)(e, 0, y)c- 

因为 1(q) 是 G61aG! 的 一 个 理想 , 因此 可 得 DE omc E RUC] FES c S， 
使 得 S; E (MURDER grc € Une, RUn]。 又 由 于 当 h € J1 u € Ky 以 及 a € Ka 
时 ， 有 (b,1) < (aa), AET Unes, RUn] € RIS](< (o, 2); BIDS nc E 
R[el(« (a, 2). 

假设 (e,0,y)c € Ja. A 


(a,A) _ nÀ 
GS), r) E = Daisy oomC 


一 [(Cczsr， x, 0)(e,0， y)lc 
B (Cisr x, 0) [Ce, 0, y)c] 
=o aile yal 


(x,S),(0,T) 
由 于 RU 是 一 个 IJX 型 分 次 预 胞 腔 代 数 ， 有 
C ,A) — 1 A 
Do s am [Ce, 0, y) c] = 2. Rosse T ) (0, TD ccs or) tw, (7) 


(t, T')eN(a,A) 


其 中 w € RUa](< 2); 38 Go yy ((6 T^), (0, T)) € R 且 不 依赖 (x,5)。 
由 于 Q := Uses neck) De |U. V eN(a, AHIR [G] 的 一 组 R 一 基 。 由 于 
Dès omc 可 以 由 Q 中 的 元 素 R 一 线性 表示 ， 有 


Diosc Y RA x,S, tT Diasa tw (8) 

Kw EE y ylh E3; (u) + (a, 2; U',V' E€ NO, DYP RR -RER 
To E X M No x Doan: 
Lerena Reo (T^), (0, T))D er) (modR[G](< (a 2))). Jis xt 3. 1 
的 (GP3) 得 证 。 

同 理 ， 根 据 引 理 2. 1， 有 c(e,x,0) E 太 或 者 c(e,x 0) € I(a). 

假设 c(e,x,0) e I(a)。 有 

A 
CDS yn) = Diaso = C6 0) Cis 0y) 

因为 1(Q) 是 G1a61! 的 一 个 理想 , 因此 可 得 cDC9) om ERU] FEI c 3$; 
使 得 $2 E ARDER yr) € Upess RUs]: X HIT? € 35, u € Ko 以 及 a € Ka 
Wh, fiu) < (aa), BERI Uses, RU] c Ro[G](< (a,4)); BlcDie S € 
Ro[G](< (a, 2))- 


T 


假设 c(e， X, 0) € Ja: 有 


(a,4) Nu 1 
CD Syr) = €Dá,s) Gr) 


- c|(ex, 0)(Césr,0, y)] 
= c(e, x, 0) 062 50,3) 
— c(e,x, 0)D(2 


(0,5), Q,T) ° 
由 于 RUa] 是 一 个 分 次 预 胞 腔 代 数 ， 有 
A / 
2 


(s,S')eN(a,) 
其 中 z € RIA A); 系数 erexo ((s, S’), (0, S)) € R BLANK Cy, T)。 
由 于 Q:= Uaey(anelaxw Di? |U, V EN(a 力 ] 构 成 R[S] 的 一 组 R 一 基 。 由 于 
Dias on TUH A PETTER 一线 性 表示 ， 有 


Dison > LOSS ST) Diss tz. (10) 
其 中 z' 是 由 {Dp yy lb € 3; (b, u) + (a, 2; U',V' € No ,ID 中 的 元 素 R 一 线性 表示 。 
对 也 * x 09 m Q0 Ww X , DES 
Dosen Leto (65,8), (0,5)) De Go (modR[G](< (a, 2))). 则 定义 3.1 
的 (GP4) 得 证 。 
设 a 是 由 DPEponldeg (Denon) =dEZa Eg (a) E 
(a, Ka); (x, S), Y, T) € N(a, D}P EZR 一 线性 生成 的 ， 显 然 RIG] = @ucz4u。 取 


A b, 
Dieu € Aa Dewar € As Bl degaS +fa(x)+degaT * fá(y) =d , 


degpU 十 万 (w) + degyV + fala) =l; IE Die DPA ay RA. EA 
supp( DE yn) CJa C Õa> supp c) C],cGO6,. "5azb, Nil 
DS Daher = 0: “a=b, Sfkdege (De Devon) = degas + 
degaT + f, (y) + fo (w) + deg,U + degpV + fa(x) + fo (q) = d + lo WIE, AgAL E 
Aqui 

综 上 所 述 ，R[G] 是 一 个 具有 分 次 预 胞 腔 结构 (S, N, D, dege) 的 分 次 预 胞 腔 代 
数 ， 显 然 R[S] 也 满足 I 型 分 次 预 胞 腔 代数 的 定义 ， 因 此 R[S] 是 一 个 JZ 型 分 次 
预 胞 腔 代数 。 
证 毕 。 

推论 4.4 设 R 是 一 个 整 环 ,GG 是 一 个 主因 子 为 M? = (Ga Aa Aa; PRG BR TE 
则 半 群 旦 GE 是 完全 0 一 单 半 群 的 0 - 直 并 , 其 中 a 取 人 遍 Y = 6/g 。. 设 映射 乒 :Av 一 Z, 
E 是 G 的 所 有 知 等 元 所 构成 的 集合 , 任 取 e EE, 令 6G 为 G6 关于 单位 元 e 的 极 大 子 群 。 
任意 w EY 2 6/9, HEn E(M? = (Ga, As, Ag; P5)) € 6. 若 R[S] 是 一 个 J 型 分 
次 预 胞 腔 代 数 ， 则 任意 e E 巨 ， 都 有 群 代数 R[G。] 是 一 个 分 次 预 胞 腔 代 数 。 相 反 ， 
E R[G,] Æ — ^e Ay X P BS SX. H EE o L CER M?P(Gs Aa Ag; Po) € 
M? (Ge, Aa, Aa; Pa) EIE AB RER HICK pi € Ge BRZO SaD + fG) 则 6 的 
主因 子 的 R 一 代数 以 及 R[G] 都 是 JXC 型 分 次 预 胞 腔 代 数 。 
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